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Le principe de Hasse (ou principe local-global) qu i nous intéresse ic i a pour 
modèle le théorème de Brauer-Hasse-Noether disant que l 'application 
Br(K) ^® Br(Kv) 
V 
est injective pour tout corps de nombres K. Ici, Br(F)1 pour u n corps F, désigne 
le groupe de Brauer, classifiant les algèbres à division sur F (ou, encore, les 
algèbres centrales simples sur F), v parcourt Tensemble des places de Kt Kv 
est le complété de K en v, et l 'application est induite par les restrictions. 
E n combinant ce théorème avec l'injectivité de 
on déduit le théorème de Hasse-Minkowski , donnant u n principe local-global 
pour les formes quadratiques sur K ([La] C h . 6.3). Comme corollaire on obtient 
le théorème de 1 Lagrange-Hilbert-Siegel : toute somme de carrés dans K est 
somme d'au plus 4 carrés. 
Dans le même esprit, Kato [Ka] a obtenu le résultat suivant : 
THÉORÈME 1 (Kato). — Si F est un corps de fonctions d'une variable sur un 
corps de nombres Kf alors Vapplication 
H3(F,q/l(2)) ^ ® Hz(F • ff„,Q/Z(2)), 
V 
induite par les restrictions est injective. 
Ici, on a posé Q/Z(r) = I i m ^ f r comme d'habitude et \xn désigne le module 
n 
galoisien des racines n-ièmes de l'unité dans une clôture algébrique K de K 
(c'est Q/Z comme groupe abélien, avec action de Galois par x r , puissance r-
ième d u caractère cyclotomique). Ici encore, v parcourt l'ensemble des places de 
K, et Kv est comme ci-dessus. 
Notons la description cohomologique du groupe de Brauer : 
Br(K) = H2(KjC) < — H2(K,p), 
\x = Q/Z( l ) étant le module de toutes les racines de l'unité dans K (p, <—• K* 
induit u n isomorphisme des H21 car K* jp est uniquement divisible et donc 
cohomologiquement trivial). A ins i , on peut reformuler le théorème de Brauer-
Hasse-Noether comme Hnjectivite de 
H\K,q/l{l)) ff2(À'„,Q/Z(l)). 
V 
D'autre part, pour F comme plus haut, l 'application 
Br(F)—-*Y[Br(F-Kv) 
V 
n'est pas injective en général : s i X est une courbe lisse projective sur K, de 
corps de fonctions F1 et s i X a u n point /^-rationnel, le noyau est isomorphe à 
UI(K, J ( A A ) ) , groupe de Tate-Safarevic de la Jacobienne J(X) de X. 
Il n'y a pas (encore) d'interprétation de H3(F, Q/Z(2)) analogue à celle du 
H2(K, Q/Z(l ) ) en termes du groupe de Brauer. Néanmoins Kato a déduit des 
applications similaires de son théorème : des principes de Hasse pour les normes 
réduites de certains corps de quaternions sur F et pour certaines formes 
quadratiques, à savoir les formes de Pfister en 8 variables. Comme Colliot-
Thélène l 'a observé, cela suffit pour démontrer que toute somme de carrés dans 
F est somme d'au p lus 7 carrés ([Ka], appendice). 
Pour démontrer le théorème 1, Kato util ise l a théorie d u corps de classes 
pour les corps "de dimension > 2" et l a /('-théorie algébrique. Nous pouvons en 
donner une autre preuve, avec une méthode qui fournit également le résultat 
suivant : 
THÉORÈME 2. — SiF est un corps de Jonctions en deux variables sur un corps 
de nombres, alors Vapplication de restriction 
tf4(F,Q/Z(3)) — © H\F • KViQ/Z(3)) 
est injective. 
Comme Colliot-Thélène me Ta fait observer, on en déduit encore (en uti l isant 
des résultats de Merkuriev, Sus l in , Jacob, Rost) u n principe de Hasse pour des 
formes de Pfister, maintenant à 16 variables, et de là, Tapplication suivante : 
COROLLAIRE. — Toute somme de carrés dans F est somme d'au plus 8 carrés. 
Dans ce qui suit , nous donnons d'abord une démonstration complète, auss i 
élémentaire que possible, de l'énoncé suivant (où l a partie a) découle déjà des 
résultats de Kato ([Ka] T h m . 0.6)). 
THÉORÈME V'. — Soient K un corps de nombres et X/K une courbe Iissef 
projective, géométriquement intègre, de corps de Jonctions K(X) = F. 
a) Ona une suite exacte 
0 _ H3(F,Q/l(2))—+®H\F.Kv,Q/l(2))—* ® Q/Z Q/Z —> 0 , 
* xe\x\ 
où \X\ désigne l'ensemble des points Jermés de X et l'application E est donnée 
par la somme. 
b) Sir e Zf r ^ 2, alors on a un isomorphisme 
H\F,q/Z(r)) © H\F.Kv,q/l(r)). 
v\oo 
Nous terminerons en donnant une idée de l a démonstration d u théorème 2. 
Preuve du théorème 1' : pour tout Ga l (F/F ) -modu le discret de torsion M on 
a les suites spectrales de Hochschi ld-Serre 
Ev2* = Hp(KyHq(F~K,M)) Hp+q(F,M), 
E*'9 = Hp(Kv,Hq(FK;M)) Hp+q(FKv,M), 
induites par le diagramme de corps 
FK 
identifiant Gol(FKfF) à Gal(KfK)1 Gal(FKJFKv) à Gal(Kv/Kv) et 
Gal(FfFlK) à Gal(FKvf F~KV) respectivement de sorte que Hq(FlCiM) ~ 
Hq(FKviM). Il est bien connu que la dimension cohomologique de FK est 
cd(FK) = 1 (FK étant le corps de fonctions de X1 courbe sur le corps algébri-
quement clos K). A ins i Hq(FK, M) = 0 pour q > 1. 
S i K est totalement imaginaire, alors cd(K) = 2 > cd(Kv) pour toute place 
V1 et les suites spectrales donnent des isomorphismes 
H3(FiM) ~ H2(KiH1(FKiM))1 
H3(FKviM) ^ H2JCviH1(FKiM)). 
Donc l 'application restriction / : H3(Fy M) —• J] H3(FKVi M) s'identifie à l'ap-
V 
plication g : H2(KiH1JKiM)) —> HH2(KviH1JKiM)). E n particulier, / 
V 
prend ses valeurs dans l a somme directe 0Ç ] ] , puisque c'est vrai pour g. 
v v 
Pour K u n corps de nombres quelconque, on a néanmoins le résultat suivant : 
LEMME 1. — L'image de f est contenue dans © H3(FKviM)1 et dans le 
V 
diagramme commutatij 
H3 (F, M) 
H2(K) H1 (FK1M)) 
H3(FKv, M) 
(BH2(K^H1(FK)M)), 
où les applications verticales proviennent des suites spectrales de Hochschild-
Serre, les applications horizontales ont même noyau et conoyau. 
Preuve : puisque Hg(FKyM) = 0 pour q ^ 0,1, i l est bien connu que les 
suites spectrales donnent des suites exactes longues (où nous avons supprimé 
les coefficients M) 
n ( -
H1 (K, H1(FK)) — H3(K, H0(FK)) —> H3(F) 
H\KV,H1(FK)) - 1 H3(KV, H0(FK)) —» H3(FKv) 
—• H2(K, H1(FK)) —» H\K,H0(FK)) —• 
1 . _ i 
—> H2(Ktt)H1(FK)) —> Hi(Kv)H0(FK)) —• • - •) 
(cf. [CE] X V 5.11), jointes par les applications restriction comme indiqué. Le 
diagramme est commutati f par naturalité. Puisque Hp(KvyN) = 0 pour v non 
archimédien et p > 3, pour tout module (discret) de torsion Nf i l s'ensuit que 
l 'application /, tout comme gf prend ses valeurs dans la somme directe. 
Pour tout module de torsion Nf on a des isomorphismes 
Hp(K)N) - ^œ Hp(KvyN) = 0 Hp(KvnN) 
v v\oo 
pour p > 3 ([Mi 2] /4.10), et la flèche 
Hp(K)N) —> 0 Hp(KvyN) 
est surjective pour p = 1,2 (loc. cit. I 4.16 pour p = 2, et loc. cit. I 9.8(6) ou [Neu] 
(6.4) pour p = 1). Par conséquent, Im dg = Im d et Im d'g' = Imd1 f et l 'assertion 
du lemme en découle par une chasse au diagramme. 
Dans tous les cas, pour le théorème l ' i l suffît de calculer les noyau et conoyau 
de l 'application restriction 
(1) H2{KyH1(FKMIAr))) H2'(Kvy H1(FK:,Q/Z(r))) 
V 
Le problème est donc encore de prouver u n principe local-global pour le corps 
de nombres Kf mais avec, au lieu de Q/Z( l ) , le module p lus compliqué 
^ ( F / i ,Q/Z(r) ) . Rappelons que F est le corps de fonctions de l a courbe pro-
jective lisse X/K. De là, 
(2) H\FKyQ/l(r)) =UmHl(Ûyq/2(r))y 
u 
où U parcourt l'ensemble des courbes ouvertes U contenues dans X, 
JJ =U®KK, et H\Ûyq/2(r)) = IjmHîT(Uyfj,®r) est l a cohomologie étale. 
n 
Remarque 1 : de façon p lus élémentaire, H1 (U,Q/Z(r)) = Hom(7ri(U",77), 
Q/Z(r)), où 7ri(Uyrj) est le groupe fondamental (algébrique) de U avec point 
base Tj = SpecF f c'est-à-dire TTi(UyTj) = Gol(FufFK)f où Fu est l 'extension 
maximale de F (dans F) non ramifiée en dehors de X \ U. E n ces termes, (2) 
devient immédiat, compte-tenu de ce que Gal(FfF) — Iim Ga l fF i y/F ) . 
u 
La suite exacte de cohomologie relative pour j : U <-> X donne une suite 
exacte 
O — Hl(Xyq/l(r)) Hl(Uyq/l(r)) 
(3) 
— © I n d * ( l ) ( Q / Z ( r - 1)) Q / Z ( r - 1 ) — • 0, 
xex\u 
où K(X) désigne le corps résiduel de xf I n d ^ x ) le module indui t de K(X) à K 
(c'est-à-dire de Gal(K / K(X)) à Gsl(KfK)), et tr l 'application "somme" ou "aug-
mentation" évidente. E n effet, on a Q/Z(r)) = 0 et # { 2 - } (X ,Q/Z ( r ) ) ~ 
^ ° ( { ï } , Q / Z ( r - 1)) par pureté, H2(Xy Q/Z(r)) — • Q/Z(r - 1) v ia FappUcation 
trace, et H2(Uyq/2(r)) = 0, car U est affine ([Mil] V §2). La description de tr 
découle de l a relation des isomorphismes de pureté et trace avec les classes de 
cycles. 
Remarque 2 : i l est possible de déduire (3) purement en termes de cohomologie 
galoisienne, par la description bien connue de 7ri(U,rj)ab et iri(X,rj)ab (Gab 
désignant le quotient pro-abélien maximal d 'un groupe pro-fini G). 
Par exemple, l a théorie classique des jacobiennes généralisées ([Sel] V, VI 
§ 12) fournit u n isomorphisme canonique (en particulier, G a l ( i f / i f )-équivariant) 
* i (Û,rj)ab — , T J m , 
où l 'on a noté J m la jacobienne généralisée associée au module m — ? 
Pex\u 
et T J m = hmJm(K)[n] le module de Tate (total) de J m (notation : pour u n 
n 
groupe (ou groupe algébrique) commutati f G nous écrivons G[n] pour le noyau 
de G G). Rappelons (loc. cit.) qu' i l y a une suite exacte 
(4) 0 —• (FK)* — 0_ Z © ( © _ (FK)IKl + my)) —* Jm(K) — » 0, 
ye\u\ \ex\u J 
(FK)y étant le complété de FK en y, et my son idéal de valuation. E n particulier, 
on a une suite exacte 
(5) o _> K* _> 0 _ « ( y)* _ J m ( X ) _ J(K) —> 0, 
où J = J m = 0 = J a c ( X ) est lajacobienne de X. Tous les groupes dans (5) sont 
divisibles, par conséquent on obtient une suite exacte de modules de Tate 
(6) 0 — • Z(I ) © I n d ? ( x ) Z(I ) —+ T J m — • T J — • 0, 
x G X \ U 
où Z(I) — TK* = Iimpn et A est l 'application "diagonale" évidente. Par passage 
n 
au Q/Z(r ) -dual on en déduit l a suite (3) - notons que Hom(Z( l ) ,Q/Z(r ) ) = 
Q/Z(r - 1) et que TrlCx ,TjYb T J Qe cas où m = 0). 
Posons C = noyau(ir ) = conoyau(;'*) dans (3), pu is B = jH r l(/7,Q/Z(r)) et 
.4 = i J 1 ( X , Q / Z ( r ) ) , de sorte qu'on a une suite courte 0—> A -> B C —• 0. 
Nous nous intéressons à l 'application 
PM • H2(KiM) —»© H2(KviM) 
V 
dans le cas M = B (après quoi nous passerons à la l imite sur tous les U). Nous 
procédons en s ix étapes : 
1) /3A est un isomorphisme pour tout r G Z. 
Cela résulte du th. 3 d) de [Ja 1], parce que A est divisible et que 1 ^ 2(r - 1). 
Remarque 3 : rappelons Fargument de poids qui est à la base du théorème 
cité : par l a dualité globale de Tate-Poitou, 0 A est u n isomorphisms s i et 
seulement s i H0(KyT) = 0 = ker (# l (K ,T ) —• HH1(KvyT)) pour T = 
V 
Hom( A , //). Uti l isant des idées de Serre [Se2], i l n'est pas difficile de démontrer 
qu' i l suffit pour cela que T soit pur de poids w ^ 0 dans la terminologie rappelée 
plus bas. Evidemment c'est le cas s i et seulement s i A est pur de poids w' 
(= —2 — w;) / - 2 . Dans loc. cit. je renvoie à la preuve de la conjecture de Weil 
pour le fait que A = H1 (Xy Q/Z(r)) est pur de poids 1 - 2r. Mais pour u n H1 i l 
suffit de citer le résultat classique de Weil (cf. [Wei] et [Mu]) sur "l'hypothèse de 
Riemann" pour les variétés abéliennes. Reformulé en termes de poids, i l dit que 
TJ est pur de poids - 1 , de sorte que A = Hom(TJ , Q/Z(r)) est pur de poids 
1 — 2?- et T = Hom( Ay fi) ~ T«7(1 - r) est pur de poids - 3 -h 2r (en notant comme 
d'habitude M(n) = M® Z( I )®- le twist d 'un Z[Gal(Â/A')]-module M ) . 
2) H2 (Kvy A) = 0 pour les places v non-archimédiennes, sir ^ 2. 
C'est prouvé dans [Ja 1] Corollaire 7. 
3) Sir ^ 2, alors 0C est un isomorphisme et H2(KVy C) = 0 pour v\oo. 
Avec les arguments rappelés dans la remarque 3, la première assertion 
découle du fait que C est pur de poids 2 - 2r ^ - 2 (car Q/Z(r - 1) a cette 
propriété). S i v+oo, H2(KvyC) est dua l de H0(KvyT)1 pour T = Hom(C,/i ) , 
par dualité locale. E n passant à une extension finie de Kvt s i nécessaire, on se 
ramène au fait que 
H°(Kv,Kom(Q/Z(r - l),/i)) = H0(Kv,1(2 - r)) = 0 
pour r ^ 2, car l'image du caractère cyclotomique x • G a l ( J i v / A ' v ) —• Z* est 
ouverte. 
Voyons comment 1), 2) et 3) impliquent la partie 6) du théorème 1'. O n a u n 
diagramme exact commutatif 
© H1(KvyC)-^e H2(KvyA)^e H2(KvyB)^e H2(KvyC)-*® H3(KvyA) 
v\oo v\oo v\oo v\oo v\oo 
Hl{K,C) H2(K,A) H2(K,B) H2(K,C) -> H3(K,A). 
Par 1), 2) et 3), PA e t Pc sont des isomorphismes. Mais JM est bijectif et a M 
est surjectif pour tout module de torsion M (cf. l a preuve du lemme 1), d'où le 
résultat par le lemme des cinq. 
4) S i r = 2, on a une suite exacte 
(7) 0—> H2(KiC) •^Q H2(KviC) —• 0 Q/Z ^  Q / Z — + 0 
v xex\u 
où E est la sommation. 
Supposons r = 2. Alors par définition nous avons une suite exacte 
(S) 0 — * C — © I n d ? ( x ) A* —• fi — 0. 
Observons qu' i l existe une suite exacte de tores sur i f 
(9) 0 —• T —> T ' —• T " —> 0 
telle que l a suite 8) est obtenue en prenant les sous-groupes de torsion dans l a 
suite exacte de groupes divisibles 
(10) 0 — • T(K) —> T'(K) —• Tn(K) —> 0. 
E n effet, on peut trouver la suite (9) comme ceci : 
( H ) o — > T — > © R e s * ( x ) G m G m —> 0, 
où Res^ x ) G m est la restriction à l a Weil de K(X) à K du groupe mult ipl icat i f 
G v n sur K(X), et TT est l a somme des applications normes Res^ x ) G m —• G m . 
Comme S(K) modulo torsion est uniquement divisible pour tout tore S sur 
A ' , on a Hp(Ki C) Hp(Ki T) pour p > 2, similairement pour les Kvt de sorte 
que (11) induit u n diagramme commutatif de suites exactes en cohomologie 
(12) 
0 -> © H2(KviC) -> © ® Br(n(x)w) ^ QBr(Kv) ^ QH3(KviC) 
I 0c 1 P I 0" î te 
0 -> H2(KC) ^ © £ r ( « ( x ) ) £ r ( i f ) -> H3(KiC). 
xex\u 
Ici, w parcourt (pour chaque x) l'ensemble de places de K(X), et K(X)W est le 
complété de K(X) en O n a des zéros à gauche par le théorème 90 de Hilbert 
(H1(KyGm) = O = J f 1 ( ^ 5 G m ) ) . 
Remarque 4 : rappelons que pour u n tore S sur K on a par définition 
HP(KyS) = HP(KyS(K))1 et que ( R e s * ( z ) Gm)(K) = I n d ^ ï T , de sorte que 
(10) devient 
(13) 0 — • T(K) —> <g> I n d f r . 1 ' —> ~K* —> 0 
xçX\U k ; 
(similairement pour les Kv). 
Pour éviter les tores, on pourrait obtenir le diagramme (12) en prenant 
directement l a cohomologie de (8). Pour déduire les zéros à gauche, on note que 
l 'application (g) H1 (tz(x)y /i) —> H1 (Ky /z) est surjective (similairement pour 
xex\u 
les suites locales) : elle est induite par les corestrictions, et pour toute extension 
finie LjK l 'application corestriction H1(LyIi) —> Hl(Kyfi) est surjective. E n 
effet, elle s'identifie à l 'application norme NIJK <g> id : L* ® Q/Z —• K* ® Q/Z 
par la théorie de Kummer 1 et le conoyau de NL/K • L* —> K* est de torsion. 
Considérons le diagramme ( 12) : 7c est bijectif, et on a Im d = Im d/3" (mêmes 
arguments que dans la preuve d u lemme 1), de plus /3' et /?" sont injectifs d'après 
le théorème de Brauer-Hasse-Noether. Ceci fournit l'injectivité de Pc et une suite 
exacte 
(14) 0 —• conoyau(/?c) —• conoyau(^') conoyau(^ / r) — • 0. 
Rappelons d'autre part que le théorème de Brauer-Hasse-Noether dit encore 
qu' i l y a une suite exacte 
0 —+ Br(K) —*® Br(Kv) —• Q/Z —y 0 
V 
(et des suites analogues pour les K(X)), OÙ la flèche Br(Kv) —> Q/Z est 
l ' invariant de la théorie du corps de classes. De plus on a u n triangle commutati f 
pour toute place iu de K(X) au-dessus de v 
Q/Z 
cor 
BT(K(X)W) Br(Kv) 
où Tapplication en bas est la corestriction. Comme par définition le morphisme 
Tr* dans (12) est indui t par les corestrictions, on voit que la flèche 7T* dans (14) 
peut être identifiée avec Tapplication de sommation 
d'où l a descript ion voulue du conoyau (fie)-
5) Si S désigne l'ensemble fini des places de K où X a mauvaise réduction, 
alors H2(KvyA) = O pour v $ St = S U {v\oo} : 
C'est prouvé dans [Ja 1] § 7 (la preuve du th. 5 dans loc. cit. vaut auss i pour 
e = 2). 
Remarque 5 : l a preuve du résultat suivant est p lus simple : s i , pour 
u n nombre premier £f A{£] désigne la composante ^-primaire de A, alors 
H2(KV,A{£}) = O pour v £ S U {t;|oo} U {v\£} (cela résulte de la dualité lo-
cale : H2(KVy A{£}) = H°(KVyT£J(-l))*, et d u théorème de Weil cité dans la 
remarque 3). Cette version affaiblie de 5) suffit, quand on traite les composantes 
^-primaires de B une à une dans ce qui suit. 
© Q/Z 
xex\v 
Q/Z, 
Par 5) la suite O —> A —v B —• C —> O induit u n diagramme commutarif 
avec des lignes exactes 
(15) 
(SH1(KvtC) ->®H2(KV,A) ^@H2(KV,B) ->®H2(KV,C) ^@H3(KV,A) -
VCiS' v£S' v v v 
J oc J Pa J Pb J Pc J Ia 
H1(KyC) —+H2(KyA) —+H2(KyB) —> H2(K. C) —• H3 (Ky A) — 
où / 4^ et 7^ sont des isomorphismes, a ins i que JB - H3(Ky B) —>© H3(KVy B) 
V 
qui devrait figurer verticalement à droite du diagramme. Ceci joint à la surjec-
tivité de ac, qu'on va prouver dans u n moment, implique que noyau(/?£) = 
noyau(/?c) et conoyau(/?s) = conoyau(/3c)- Par 4) nous obtenons une suite ana-
logue à (7), avec B = H^lJy Q/Z(2)) à l a place de C . Compte-tenu de (2), 
ceci prouve le théorème 1' a), par passage à l a limite sur les U. Il reste donc à 
prouver : 
6) a c est surjectif. 
La théorie de Kummer pour le tore T (c'est-à-dire le système des suites exactes 
0 —> C[n] —y T T —> 0) donne u n diagramme commutatif exact (16) 
0 — • e T(Kv) ®Q/l—> © H1(KvyC)^ © H1(KvyT)-^O 
v£S' v£S' v£S' 
J UfT J arc J a T 
0 —> T(K) —• H1(KyC) —> H1(KyT) — • 0. 
LEMME 2. — Pour tout ensemble Jini S' de places de K et tout tore T sur K, 
Vapplication de restriction 
UJT ' T(K) 0 Q/Z —y © T(Kv) ® Q/Z 
v£S' 
est surjective. 
Preuve : c'est clair pour T = G m (approximation faible) et donc pour tout "tore 
induit" Res£ G m pour LjK une extension finie. Comme tout tore est quotient 
d'un produit de tores induits, le lemme en résulte (noter que JV (g) Q/Z = 0 pour 
tout groupe de torsion N). 
Il reste à prouver que ar est surjectif. Mais l a suite (11) induit u n diagramme 
commutati f exact de cohomologie 
© © © K(X)W —> © i f * —> © H1(KvyT) —-> 0 
(H) I J I Oj1 
© —-> —• H1(KiT) —> 0, 
où l 'application /c(x)J^ — • i f * , pour tu|vf est l a norme. Comme l'image de 
cette norme est ouverte d'indice fini dans i f * , l a surjectivité de a? découle du 
théorème d'approximation faible pour i f . 
Esquissons la preuve du théorème 2. 
Par des considérations similaires mais u n peu plus compliquées on montre 
la généralisation suivante du lemme 1. 
LEMME 1'. — Soit F un corps de fonctions en d variables sur le corps de nombres 
K. Les noyaux fresp. conoyaux) des applications restriction 
Hd+2(F,M) —+© Hd+2(FKviM) 
V 
et H2(Ki Hd(FKiM)) —>© H2(Kv, Hd(FK, M)) 
V 
s'identifient pour tout Gal (F/F)-module discret de torsion M, via les suites 
spectrales de Hochschild-Serre. 
Comme précédemment on choisit une variété projective lisse X sur i f de 
corps de fonctions i f (X) = F. Pour d = 2, X est une surface. La considération 
de la l imite (2) et de l a suite de cohomologie relative (3) est remplacée par la 
suite spectrale de Bloch-Ogus [BO] 
(13) W = HpZar(V,W(r)) H^(VMfl(T)) 
pour une sous-variété ouverte VcX convenable. Ici, Hq(r) est le faisceau (pour 
la topologie de Zar isk i sur V) associé au préfaisceau 
tfh~~~>- Hq(V,ty/Z(r)). 
Si V est affine et d = 2, on a alors 
H2Zar(V,H2(r)) = H\V,q/l(r)) = 0 
Hlar{V,n2{r)) = H3{V^ll{r)) = 0 
par le théorème de Lefschetz faible [Mil] VI 7.2, et on obtient u n diagramme 
commutati f exact 
(19) 
H0zar(VMr)) = H%ar{VMr)) 
A <-* H2(FK,Q/Z(r)) — C 
© Ax <-+ ® H\K(X) ® t f , Q / Z ( r - l ) ) — © Cx 
© I n d £ x ) Q / Z ( r - 2 ) = © I n d * ( x ) Q / Z ( r - 2 ) 
où y^ a ) est l'ensemble des points de V de codimension z, et où A R = H1 (YX, 
Q/Z(r — 1)) pour une courbe lisse projective (non nécessairement géométrique-
ment irréductible) YX sur de corps de fonctions K(X). De plus, on a une suite 
exacte 
0 — » ^ a r ( V 1 W 1 C O ) — # 2 (V ,Q/Z ( r ) ) _ 2 ^ a r ( V , W 2 ( r ) ) — 0. 
On démontre d'abord u n principe de Hasse pour A, ut i l isant l a généralisation 
suivante du th. 3 de [Ja 2] : 
THÉORÈME 3. — Soit K un corps de nombres et t un nombre premier. Si 
A = (tyt/lt)m est muni d'une action de Gal(KfK) mixte de poids ^ - 2 , alors 
l'application restriction donne un isomorphisme 
H2(KiA) ^ U ® H2(KviA)= © H2(KviA). 
v v mauva i s e 
o u v\l 
Rappelons les notions de représentation mixte de Gel(KfK) (cf. [De] 1.2 et 
3.4.10) et de mauvaise place. A prior i c'est une propriété d'une -représentation 
V de Gal(KfK) (c'est-à-dire, d 'un espace vectoriel de dimension finie sur 
avec action continue de Gal(KfK)), Nous étendons l a définition de façon 
évidente à u n module comme A ci-dessus, ou à u n Z^-module libre de type fini 
T avec action continue de Gal(K/L), en disant que A (resp. T) est pur de poids 
w ou mixte, s i TeA Qzi (resp. TQjl Qt) l'est, où TtA = I im A[£n] est le module 
n 
de Tate de A. 
DÉFINITION 1. — a) V est appelé pur de poids w, s'il existe un ensemble fini 
S D {v\oo} de places de K (l'ensemble des places "mauvaises") tel que V est 
non-ramifié en dehors S U {v\£} et tel que pour toute place v ^ S, v\l, les valeurs 
propres a du Frobenius arithmétique y>v en v agissant sur V sont des nombres 
algébriques avec 
\aa\ = qv 2 
pour tout plongement a : Q C, où qv est le cardinal du corps résiduel en v. 
b) V est mixte, s'il possède une filtration avec des quotients purs. 
Exemples : 
i) <pv opère sur / «^> = Qtfle(I) comme puissance ç v-ième et mu l -
tipl ication par qv respectivement. De là, Q^/Z^(l) est pur de poids —2, et 
Qtfle(r) = Iim^®7" est pur de poids - 2 r . 
n 
ii) Selon l a preuve de l a conjecture de Weil par Deligne, le groupe de 
cohomologie étale en dimension i : 
Hi(XiQi) = (KmHi(XiZfri)) ® z , Q , 
est pur de poids i, s i X est une variété lisse et projective sur K (en ut i l isant le 
théorème de changement de base propre, cf. la preuve d u lemme 3 de [Ja 1]). 
iii) S i X est comme dans l'exemple n ) et y C I est le complémentaire 
d'une hypersurface lisse Y C X, alors H1(VyQi) est mixte de poids i et i -h 1. 
Cela découle de la suite de Gys in 
> H1(XyQe) —> Hi(V9Qi) — Hl-\Y yQe(-l)) —> H^1(XyQi). 
E n particulier, s i V C X est choisi comme dans l'exemple iii), le module A 
dans (19) est une limite inductive des modules mixtes de poids 2 - 2r et 3 - 2r. 
Le théorème 3 implique alors le principe de Hasse désiré pour A dans le cas 
r = 3. 
Ensuite on prouve que H2(KYC) — > © H2(KVYC) est injectif et que 
V 
H1(KYC) —> © H1(KVYC) est surjectif pour n'importe quel ensemble f ini 
veS' 
S' de places de Jif. Pour cela on utilise le fait analogue pour les CX (démontré 
dans la preuve du théorème 1') et la suite 
0 — > C —> © CX — • © I n d £ z ) n — • 0 
ou bien une suite correspondante de tores. 
L'idée est que les propriétés de A et C énoncées impl iquent comme précédem-
ment Tinjectivité de 
H2(KyH2(FKyq/2(3))) — + © H2(KVyH2(FKyQ/Z(3))). 
V 
C'est le cas après l a modification suivante (nécessaire pour travailler avec 
des ensembles finies S' de places de K pour C) : dans le diagramme (19) on 
remplace la somme © par des sommes finies © , et tout reste vrai pour 
x e v o ) X£E 
les modules AE et CE a ins i définis (la somme sur x G V^ est remplacé par la 
somme sur x 6 V^ avec x G {y} pour u n y G E). O n démontre le principe de 
Hasse pour les modules BE rendant exacts le diagramme modifié à la place de 
J J 2 ( F K ) , Q / Z ( 3 ) ) , et pour H2(F~K)y Q/Z(3)) = l i m ^ E par passage à la l imite 
sur les E. 
Indiquons brièvement la démonstration des corollaires sur les formes de Pfister 
et les sommes de carrés 
Désignons, pour des éléments a, b dans u n corps L de caractéristique 
différente de 2, par < a , 6 > la forme quadratique ax2 -h by2, et, pour 
« i , . . . , a n £ £*» P a r < a i , . . . , a n > l a forme de Pfister en 2 n variables 
< 1, —ai > ® < 1, — a2 > - - - <E> < 1, — a n >. Par u n résultat obtenu indépendam-
ment par Merkur iev -Sus l in et Jacob-Rost ([MS], [JR]) o n a < a i , . . . , a 4 O 
(dans l 'anneau de Witt de L) s i et seulement s i a i U • • • U a 4 = O dans H4(L, /xf4), 
où l 'on identifie a G L*/(L*)2 avec son image par Tisomorphisine de Kummer 
L'/(L*)2 H1(LtlX2). 
E n ut i l isant Fisomorphisme de Merkuriev-Susl in-Rost ([MS] Th. 5.7) 
K^(L)/2-=UH\L,^) 
(où K^4(L) désigne le groupe de if-théorie de Milnor), on prouve Ilnjectivite 
de i i 4 ( L , / i f 3 ) # 4 ( L , Q 2 /Z 2 (3 ) ) . Par conséquent, le théorème 2 implique 
Ilnjectivite de 
V 
si F est u n corps de fonctions en 2 variables sur le corps de nombres K (notons 
I lsomorphisme /^f3 = ^f 4 ) - Combiné avec le résultat précédent cela donne le 
principe de Hasse : l a forme de Pfister sur F <C a i , a 2 , a 3 , a 4 > est nulle s i et 
seulement s i elle l'est sur FKv pour tout place v de K. 
Il est b ien connu qu 'un élément / dans u n corps L comme ci-dessus est 
somme de 8 carrés s i et seulement s i O = 8 < 1, - / > = < /, - 1 , - 1 , - 1 > ([LA] 
Ch . 11 Prop. 1.3). De plus on sait que toute somme de carrés dans les FKv est 
somme d'au plus 8 carrés (pour le cas non-trivial des places archimédiennes 
on utilise u n théorème de Pfister). Par le principe de Hasse qu'on a prouvé on 
déduit le même résultat pour F. 
Remarque 6 : la conjecture naturelle est que l 'application restriction 
Hd+2(F,Q/2(d+ 1)) — H d + 2 ( F K V , Q / Z ( d + 1)) 
V 
est injective pour u n corps de fonctions en d variables sur u n corps de nombres 
K ; c'est donc prouvé pour d = 0 ,1, 2, mais pas connu pour d > 3. Notons que 
la conjecture découlerait d'une conjecture de Kato ([Ka] Conj. 0.4). 
J e remercie Y. André de son aide concernant la version française d u texte, et 
J . - L . Colliot-Thélène pour plusieurs remarques utiles. 
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